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Evarist Giné
Secció de Matemátiques
Universitat Autónoma de Barcelona
El problema del límit central, que és el de l'estudi de la compacitat
relativa i de la convergencia feble de sumes de petites variables més o menys
independents, va ser totalment entes i resolt (en el cas d'independencia,
almenys) entre'1920 i 1945 i és una part central de la teoria clássica de
Probabilitats . Va ser prácticament resolt en espais de Hilbert el 1962 .
L'estudi en espais de Banach va comengar amb un treball de Fortet i Maurier
el 1955 i de 1969 encá, sobre tot des de 1974 fins el 1979, s'ha constrult
un cos de teoria ben complert i resolt una quantitat considerable de pro-
blemes .
En aquesta nota examinarem tres questions interessants que són menys
típiques en el sentit que no es refereixen estrictament a convergencia fe-
ble . La primera fa referencia a la convergencia de moments en cas que es
tingui d'entrada convergencia feble de les sumes del sistema triangular, la
segona tracta de la relació entre compacitat feble de sumes i compacitat
feble de les lleis de Poisson associades, i la tercera, sobre dominis d'a-
tracció parcial . Potser el segon tema és el més classic peró el primer és
el que té més aplicacions .
1 . Convergencia de moments .
	
En tot el que ve {Xni 1--kn}n=1
és una familia de variables aleatóries a valors en un Banach separable B
tal que per a cada n les variables X
ni són independents . S n és la suma de
la "fila n", Sn = E
i
Xni . La pregunta que ens fem és la seguent : si
L(Sn )- _dv, sota quines condicions es tindrá EJISn JI P , flIxil pdv(x) o
encara, E O(Sn ) i t¢(x)dv(x) per a certa classe de funcions 0 no necessa-
riament fitades, que inclogui com a minim les potencies de la norma, i pot-
ser les funcions exponencials de la norma? Respostes definitives a aques-
ta pregunta han estat donades a [21 (amb el bon precedent de [141) el 1979 .
133
de la demostració .
	
Recordem que {Xni } és infinitesimal si per a tot e >O,
maxi P{IIXni11 > e}->0 .
Teorema_([21) . Sigui {Xni } un sistema infinitesimal tal que L(Sn)-dv . Supo-
sem EIIXn jII
P
< . (0< p< ) . Aleshores són equivalents :
(1) {maxilixnill p } és uniformament integrable
(2) limt->_limnEj ElIXni llpI {IIXni 11'>t}
-0
(3)fllXllpdv(x)< - i EIISnJIP -> flIXI1Pdv(x) .
Demostració (Esbog) . Considerem només el cas simetric : L'equivalencia de (1)
i (2) és fácil d'establir i 1'ometen . Si (3) es verifica, aleshores
{lis n il p } és uniformament integrable, i en el cas simetric aixo implica (1)
per la desigualtat de P .Lévy . La part important de la demostració és
(1) =~> (3), o el que és el mateix, que si {maxiIIXnjIl p}és uniformament in-
tegrable, també {JISn i¡ p} ho és . Hi ha dues maneres equivalents de rela
cionar Nn = maxj IiXnj l1 amb'IISn Il, que són la desigualtat de Kolmogorof
([11) i una desigualtat de Hoffmann-Jorgensen ([101)
P{IISn II> 2t+s} < P{Nn
>s} + 4P2{IISnII > t} .
Aleshores, aplicant aquesta desigualtat i integració per parts com a [101,
es té que per a tot A tal que P{ I I Sn i¡> A/3) <1/16 .
p , 1/2 E l ISn i¡ P I{IisII > A}n
< 2 .3PEIINn i¡PI
{IINn 1I> A}' 1/
2 EJISnilP < 2 .3PEIINn P P + 8 .3P .AP .
Aquestes dues desigualtats donen la integrabilitat uniforme de {JISn i¡ p } si
{maxjIlX n jll p} és uniformament integrable .
Corol .lari _2 ([21) . (1) Si X . són i .i .d ., EIIX II P < - per a algun p > 0
i si L(En
= 1 X i /n1/2 )-}dy Gaussiana, es té
EIIEn=1Xi/n1/2IIP _> flixilpdy(x)
(2) Si X i són i .i .d . i existeixen an+°°, bn e B tals que
L(En=1Xi/an-bn) i P estable d'ordre « e (0,21, aleshores
El IEn=1 Xi /an-bn ll s - fliXII sdp(x) per a tot B <a .
Per aplicacions d'aquests teoremes vegi's [21 i[81 .
2 . Lleis acompanyants .










i Sp = E . n1 X~~ . S'anomenen lleis acompanyants de les {L(S n )}
les probabilitats {Pois(E
j
n 1L(Xni ))} on
L(X) denota la ]le¡ de la variable
aleatoria X . El metode clássic d'atac del problema general del límit central
en 1R va ser el de reduir la convergéncia de {L(Sn)} a la de les lleis acom-
panyants i després demostrar resultats de convergencia de lleis de Poisson
i, en general, de lleis infinitament divisibles . De fet un examen detallat
de la questió mostra que per a demostrar el t .l .c . general, tant en 1R com




L( Xnj)ilvt < C .Ei
P2{Xni	0}
on 11 Ilvt és la norma de la variació total, resultat que val en general
i que és elemental : és simplement la traducció a mesures de la sesigualtat
Ix 1 . . .x n-eE( x i -1 )I < C .E(xi - 1)
2 per a Ixi- l i< 2 . Segueix essent pero inte-
ressant de saber si en B, com en R , {L(Sn )} és relativament compacte si
i només si {Pois E
i
L(Xni )} ho és (cal tenir en compte centraments si les
variables no son simetriques) . Per a sistemes infinitesimals la pregunta
té una resposta definitiva
Teorema 3 ([131 ;[4]) . Suposem que les X ni s6n simétriques . Aleshores :
(1) Si {Pois(E
i
L(Xni ))} és relativament compacte, també {L(S n )} ho és, qual-
sevol que sigui B el Banach separable on Xni pren
valors .
(2) co no és finitament representable en B si i només si, per a tot sistema
infinitesimal de variables a valors en B simétriques amb {L(Sn )} relativa-
ment compacte, resulta que també {Pois E
i
L(X
ni )} és relativament
compacte .
La demostració de (1) es pot trobar a [131 , i la de (2) sortirá a
[41 . La de [41 es basa sobre tot en una desigualtat fonamental de Maurey i
Pisier válida només en els espais on co no és finitament representable, que
és : co no és finitament representable en B si i només si per a tota successió
{nk}(per a alguna) de variables reals centrades i .i .d . amb P{In l l> t} > 0 i
P
EIn 1 I < - per a tot p, existeix C = C(B,p,n1 ) tal que per a tota successió
{x i } de B finita .
EIIEix ini 1IP _ C EII7x i c i 11 p
on {c i } és una successió de Rademacher . Es combina amb la desiqualtat elemen-
tal :Si {C i Y son independents de les Xni i Poisson amb parámetre 1, aleshores
flIXII p d Pois EjL(Xnj )(x) < C EIIynj Xnj il l .
Problema obert: se sap que (2) és veritat per a sistemes no infinitesimals
si se suposa que B té una base de Schauder ; és aquest requeriment necessari?
3 . Dominis d'atracció parcial . Un dels últims problemes clássics sobre con-
vergencia feble de sumes de variables aleatóries independents ide.nticament
distribuides que es van tractar és el dels dominis d'atracció parcial . Efec-
tivament, perqué X sigui atreta per una ]le¡ estable d'ordre p és necessari
(i suficient si X és simétrica) que t pP{IXI > t} sigui una funció de variació
lenta
	
(p <2) o que EX2I
{IXI <t}
sigui de variació lenta (p= 2) i aleshores
t2 P{IXI> t}/EX2I{IXI <t}, 0 . Dit amb altres paraules, només si les cues de
la distribució de X simétrica són de decreixement prou rápid i regular es
pot esperar que existeixin {an } tals que L(X1 + . . .+ Xn)/an)->dy, on les Xi
són i .i .d . amb L(X i )= L(X) . La pregunta natural seria : quan existeixen {a n}
tals que {L((X 1 + . . .+ Xn )/a n )} és relativament compacta a menys d'un cen-
k k
trament per a alguna subseccessió {n k }? I també, quins són els posibles li-
mits? Khinxin [121 va demostrar que els possibles limits de tals subsucces-
sion són les lleis infinitament divisibles . Doeblin [71 va demostrar que
hi ha variables per a les quals es poden obtenir com a limits totes les
lleis infinitament divisibles i d'altres que no pertanyen al domini d'atrac-
ció de cap ; també va donar condicions perqué X sigui parcialment atreta per
alguna ]le¡ . Jain i Orey [111 estudien el conjunt N(X) de totes les subsuc-
cessions a n	tals que {L((X 1 + . . .+ X n )/a n )} és relativament compacte a
k k k
menys d'un certament . Tot aixó per a variables reals . Si X té valors en un
Hilbert, Baranska [51, [61 demostra el teorema de Khinxin i 1'existéncia
de lleis universals de Doeblin . De fet aquests resultats velen en espais de
Banach separableS(Giné [91) .
Direm que una probabilitat v sobre B pertany al domini d'atracció par-
cial de p si existeixen nk+-(an } e IR, an	+-,
bn B tals que si X i
k k - k






->d p. Es té :
Teorema 4 ([91) . Una probabilitat p sobre un Banach separable B té domini
d'atracció parcial no buit si i només si és infinitament divisible . Sobre
tot Banach separable existeixen distribucions que pertanyen . a l domini d'a-
tracci6 parcial de totes les lleis infinitament divisibles .
Teorema 5 ([91) . (1) Si
	
X té valors en IR n , .aleshores N(X) =NflIXII) i els
conjunts de constants de normalització admissibles {an } són els mateixos .
(2) Per a tota X a valors en R, N(X) # 0 implica N(IIXII)k 0 .
(3) Si N(IIXII)~ 0 implica N(X) # ¢ per a tota variable X aleshores B és de di-
mensió'finita .
(4) B és de cotipus 2 si i només si per a tota X a valors en R, N(X) C N(lIXII)
i per a {n i } e N(X), {an . } és admissible per a X si i només si ho és
per a li X H.
La demostració del Teorema 4 es pot fer adaptant la demostració clas-
sica, que depén de funcions característiques, tradu"int les manipulacions de
tals funcions a manipulacions de variables aleatóries, i fent servir la dis
tancia dBL* enlloc de funcions característiques . La del Teorema 5 depén de
tecniques i resultats de [111 i [11 així com de la construcció de contrae-
xemples ;les demostracions detallades sortiran a [91 .
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